Néhany fizikai probléma

Osszeallitotta: Tasnadi Tamés

Harmonikus rezgémozgas

Az idedlis rugd altal kifejtett F' er6 ardnyos, és ellentétes iranyd a rugd x megnyulasaval,
F(x) = —Dz. Hogyan mozog (egydimenziéban) az a test, amelyre egyetlen rugd hat?
Newton II. torvénye értelmében F(z) = mi. Beirva a rugéer6 alakjét, a

—Dx(t) = mi(t)
masodrendii differencidlegyenlethez jutunk, melynek altalanos megoldasa
x(t) = Asin(wt) + B cos(wt),
ahol w = \/g .
(Az egyenletet visszavezethetjiik elsérendiire, ha megszorozzuk (t)-vel, és felhasznaljuk,

hogy 2i:(t)x(t) = 4 (2%(t)), valamint 2i(¢)i(t) = £ (&%(t)).)

Kondenzator kisulése

A C kapacitasu, Qg kezdeti toltéssel feltoltott kondenzatort az R ellenallason keresztiil
kisiitjiik. Hatarozzuk meg a kondenzator Q(t) toltésének idofliggését, az aramkdrben
folyé I(t) aramot, valamint a kondenzdtor kapcsain mérheté U(t) fesziiltséget az id6
fiiggvényében!

A sziikséges fizikai ismeretek: A kondenzator U(t) fesziiltsége, Q(t) toltése és C
kapacitasa kozott minden pillanatban fennall, hogy C' = % Az ellenallason foly6 aram
és a sarkai kozt mérheto fesziiltség kapcsolata: R = % Végiil a kondenzator toltése és
az dram kozti kapcsolat: Q(t) = Qg + f::to I(7)dr, azaz Q(t) = I(t).

Az dramkorben nincsen telep, tehét az ellenallason és a kondenzatoron esé fesziiltségek
6sszege minden pillanatban zérus, Ux(t) +Ug(t) = 0. Az U (t) fesziiltség a kondenzator
toltésével kifejezve: Uq(t) = % Az dramkorben foly6 dram I(t) = Q(t), tehét az
ellenalldson esé fesziiltség Up(t) = RI(t) = RQ(t). De e két fesziiltség Gsszege zérus,
tehat a

Q(t)

ol +RQ(t) =0, Q(0) = Qo

differencidlegyenletet kapjuk, aminek a kezdeti feltételt kielégité megoldasa:

Q(t) = Qe 7.



Radioaktiv bomlas

Radioaktiv bomlas soran az idoegység alatt elbomlott atomok szdma ardnyos a még el
nem bomlott atomok szamaval. Hatarozzuk meg, hogyan valtozik az id6 fiiggvényében
a még el nem bomlott atomok szdma, valamint a minta aktivitasa (idGegységre juté
bomlasok szdma)!

Legyen a még el nem bomlott atomok szama N(t). Roévid dt idé alatt elbomlott
atomok szdma aranyos (N(t)-vel és dt-vel, azaz N(t) — N(t + dt) = N(t)Adt, ahonnan
N(t) = —AN(t) differencidlegyenlethez jutunk. Ennek megolddsa: N(t) = Noe ™; a
minta aktivitdsdnak idéfiiggése pedig A(t) = —N(t) = Nore ™.

Oszlopra tekert kotél

A matrozok ugy tartjak a nagy hajokat a partnél, hogy a kikotokotelet elobb néhanyszor
a kikotéhoz betonozott fiiggoleges oszlopra csavarjak, és a felcsavart kotél masik végét
huzzak. Vajon miért teszik ezt? Mennyivel tudnak igy nagyobb erct kifejteni, mintha a
kotelet kozvetleniil hiznak?

Az oszlopra csavart kotél rafesziil az oszlopra, és az oszlop és a kotél kozt ébredd
surlédasi er6 segit megtartani a hajot.

Jelolje az oszlop sugardt R. Legyen ¢ az oszlopra csavart kotél pontjait jellemzo
sz0g (¢ = 0 a hajé felé es6 kotélpont, ¢ = ¢o pedig a matréz felé es6 kotélpont), és
legyen K (p) a kotelet a ¢ szoggel jellemzett pontban feszit6 eré. (Tehat K irdnya az
oszlop érintdjébe esik.) Szemeljiink ki egy ¢-nél elhelyezkedd, kis dy kotéldarabot. E
kis kotéldarabra a két végénél K(p), ill. K(varphi + dy ~ K(p) er6é hat. A két erd
iranya kozel ellentétes, a hatdsvonalaik szoge dp. Egyszerii geometriai megfontolashdl
adddik, hogy (dp < 1 esetében) a két erd ereddje kozel sugér irdnyd, és nagysdga
dN(p) =~ K(p)dp. Ekkora nyomderénél a tapadasi surlédasi eré maximuma dS(p) =
LodN (@) ~ poK (p)dp. A kiszemelt dyp szogii kotéldarab nyugalomban van, tehat a ra
hato érinté irdanyu erdk ereddje zérus, azaz K () = K(p+dp)+dS(p). Innen a kotélet
feszito erore, mint a felcsavarodasi szog fliggvényére a kovetkezo differencidlegyenletet

kapjuk:
d
%K(so) = —po K (); K(0) = Ko,

aminek a megoldasa:
K(p) = Kope "%,

Tehat ha a matréz ¢y szogben csavarja ra a kotelet az oszlopra, és a kotél és az osz-
lop kozott a tapadési surlodasi egytitthatd g, akkor a matroz e #o¥-szer kisebb ero
kifejtésével képes megtartani a hajot.

Esés nagy magassagbdl a vilagilirben

Tegyiik fol, hogy egy gonosz varazsléo megallitana a Holdat, és az kezdGsebesség nélkiil
szabadon esne a Fold felé. Hogyan véltozna a Fold—Hold tavolsag az ido fiiggvényében?



Legyen a Fold tomege M, a Hold témege m, kezdeti tavolsaguk hg, és tegyiik fol
—az egyszerliség kedvéért—, hogy a Fold nem mozdu el a Hold felé. (Ez a kozelités akkor
jogos, ha M > m.) A gravitdciés allandét jeldlje ~.

Amikor a Fold és a Hold tavolsaga r(t), akkor a Fold altal a Holdra kifejtett gra-
vitdcids vonzéers F(r) = y"fn—zM, igy a Hold mozgésegyenlete:

. mM
mi(t) = 3 o

(A negativ el6jel utal arra, hogy az er6é vonzd.) A kapott egyenlet mésodrendii diffe-
rencidlegyenlet az r(t) fliggvényre nézve, azonban egy tigyes triikkel elsérendiivé alakithatjuk.
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat r(t)-vel, és vegyiik észre, hogy 7(t)r7(t) =

%%(ﬁ(t)), valamint :2(8) = —%(%). Tehat

() = vM%(r%ﬂ),

N |
&
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ahonnan -
20t = = 4 C.
(%) ) +

A kapott egyenlet a Holdra felirt mechanikai energiamegmaradas torvényének atrendezett
alakja. Autoném, szeparalhaté differencidlegyenlet...

Lancgorbe

Milyen alaku egy két végpontjaban felfliggesztett lanc?

frjuk le a lanc alakjit az y(z) fuggvénnyel, mely a ldnc z vizszintes koordinataju
pontjanak magassagat adja meg. A lancban ébredé erd vizszintes, ill. fliggbleges kompo-
nensét jelolje K, (x), ill. K, (x). Vizsgaljuk a lancnak az z helyen levé kis dl hosszisagu,
dm = pdl tomegli darabjat! (p a ldnc hosszegységre vonatkoztatott ,,stirtisége”.) Ez a
kis lancdarab nyugalomban van, tehat a ré haté erék eredéje (vizszintes és fiiggéleges
irdnyban egyarént) zérus. Vizszintes irdnyban a lancra nem hat kiils6 erd, tehat K, (x) =
K,(x + dzx), igy a lancot feszité erd vizszintes komponense allandd, K,(z) = K,.
Fiiggbleges irdnyban a lancdarabra hat a (dm)g nehézségi erd, tehat K,(r + dx) —
K,(x) = gpdl. Ezen kivil tudjuk még, hogy a lanc meredeksége az x pontban y'(z),
tehat dl = /1 + y?(z)dx, valamint a lancban ébredd erd érinté iranyd, azaz K,(r) =
y'(z)K,. Ezeket felhaszndlva a

K.y"(x) = pg/ 1+ y?(x).

differencidlegyenletet kapjuk a lanc alakjéra, ami az y'(z) fiiggvényre nézve elsérendi,
autoném, szeparalhaté egyenlet. A megoldasa:

y/(z) = sh (pg + O), y(r) = %Ch @‘zx + C)-

Ezért hivjak sokszor a koszinusz-hiperbolikusz fiiggvényt ,,lancgorbének”.
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Mozgas kozegellenallassal — nagy sebességnél

Légnemii vagy folyékony kézegben nagy sebességgel mozgd testre a sebesség négyzetével
aranyos kozegellenallasi er6 hat. Meg tudjuk mondani példéul, hogy leszallas utan
hogyan mozog a kifutépalyan az a repiilogép, amelyet csak a fékez6 ernyéje fékez. A
gép mozgasegyenlete:

mi(t) = —ki?(t),

ami 2(t)-re elsérend(i, autoném, szeparabilis differencidlegyenlet.
Példaul a Fold légkorében szabadon eso test mozgésegyenlete

mh(t) = kh?(t) — myg.

Mozgas kozegellenallassal — kis sebességnél

Talan egyszertibben megoldhato a feladat akkor, ha a kozegellenallasi erd a sebességgel
aranyos. Egy slri, viszkézus folyadékban lassan stillyed6 kis golyé mozgasegyenlete
példaul

mij(t) = mg — ay(t),

ami 2(t)-re elsérendi, linedris, inhomogén, allandé egyiitthatés egyenlet.



