A Szamitastudomany alapjai
ELSO ZH pétlasa 2011. XII. 14. 10%

A rendelkezésre all6 munkaidé 90 perc.
Kérjiik, minden résztvevé nevét, NEPTUN kédjat a dolgozat minden lapjanak jobb fels6é sarkaban olvashatéan
és helyesen tiintesse fel, mert ennek hidnydban a dolgozatot nem értékeljiik.
Minden egyes feladat helyes megoldasa 10 pontot ér. A dolgozatok értékelése: 0-23 pont: 1, 24-32 pont: 2, 33-41 pont:
3, 42-50 pont: 4, 51-60 pont: 5. A puszta (indoklds nélkiili) eredménykozlést nem értékeljitk. A megindokolt részered-
ményért ardnyos pontszam jar. Az évvégi jegy kiszamitdsakor a két (legaldbb elégséges) zh dsszesitett pontszamét
vessziik figyelembe.
[részeren és papirokon kiviil semmilyen segédeszkoz hasznalata sem megengedett, igy tilos az irott vagy nyomtatott
jegyzet, a szdmold- és szamitdgép ill. mobiltelefon hasznalata, tovabbé a dolgozatiras kozbeni egyiittmiikodés.

Feladatok

1. A 174 t6s villamosmérnok-évfolyam hallgatoi 4-féle targyat hallgat-
nak, mindegyiket ugyanannyian vették fel, minden hallgato felvett
legalabb egy targyat. Senki sincs, aki mind a négy targyat felvette,
de barmely harom targyhoz pontosan egy olyan hallgaté van, aki azok
mindegyikére jar. Ezen kiviil barhogyan is valasztunk két targyat a
négybol, pontosan 5 olyan hallgaté van, aki mindkettot felvette. Hany
villamosmérnok-hallgato jar az egyes kurzusokra?

2. Hét villamosmérnok-hallgatorol tudjuk, hogy koziiliikk barmely ketto-
nek van kozos beszédtémaja, mégpedig 3 lehetséges téma (taplalkozas,
hardware, ellentétes nem) valamelyike. (Lehetséges pl, hogy a és b ill.
a és ¢ témaja megegyezik, de kiilonbozik b és ¢ kozos témajatol.) Iga-
zoljuk, hogy kivalaszthaté a 7 hallgaté koziil néhany (de legalabb 3)
olyan, akik korbeiilhetnek gy egy kerek asztalt, hogy az egymas mel-
lett iiloknek ugyanaz legyen a kozos témajuk.

3. Osszefliggd-e az a G graf, aminek a szomszédossagi matrixa az alabbi?
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4. Legyen F az abran lathato G graf egy minimalis silyu feszitofajanak
¢lhalmaza. Van-e a G — F' grafnak Euler-kore?
5. Legyen G olyan véges graf, aminek C' egy

Hamilton kore. Tegytik fel, hogy a G —
C grafnak van Euler-koére. Mutassuk meg,

hogy ekkor a G grafnak is van Fuler-kore.

6. Legyen G a(2,3,7,2,4,3,3,2) Priifer-kédu F' fa komplementere. Van-
e G-nek Hamilton-kore?

Jo munkét!
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Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6é gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az ttmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. A 174 f6s villamosmérnok-évfolyam hallgatoi 4-féle targyat hallgatnak, mindegyiket ugyanannyian
vették fel, minden hallgaté felvett legaldbb egy targyat. Senki sincs, aki mind a négy targyat felvette,
de barmely harom targyhoz pontosan egy olyan hallgaté van, aki azok mindegyikére jar. Ezen kiviil
barhogyan is valasztunk két targyat a négybol, pontosan 5 olyan hallgaté van, aki mindkettot felvette.
Hany villamosmérnok-hallgaté jar az egyes kurzusokra?

Tegyiik fel, hogy a négy kurzus mindegyikét k& hallgaté vette fel, ezek alkotjdk az A, Ag, Az és Ay
halmazokat. A feladat szerint |A; U Ay U A3 U Ay| = 174. (2 pont)
Az o6rdn tanult szita-formula szerint a halmazok unidjanak méretét tgy is megkaphatjuk, hogy a
halmazok méretének Osszegébol levonjuk a paronkénti metszetek méretének Gsszegét, hozzaadjuk az
Osszes harmas metszet méretének osszegét, majd levonjuk a 4 halmaz metszetének méretét. (4 pont)

Paronkénti metszetbol Osszesen (3) = 6, mig harmas metszetbol (g) = 4 van, az Osszes halmaz
metszetét pedig egyféleképp lehet képezni, raadasul az iires. (2 pont)
Ezek alapjan 174 =4k —6-54+4-1—1-0 = 4k — 26, (1 pont)
anonnan 200 = 4k ill. £ = 50 ad6dik. Ennyien jarnak tehat az egyes kurzusokra. (1 pont)

2. Hét villamosmérnok-hallgatorol tudjuk, hogy koziilitk barmely kettonek van kézos beszédtéméja, még-
pedig 3 lehetséges téma (téplalkozas, hardware, ellentétes nem) valamelyike. (Lehetséges pl, hogy a
és b ill. a és c témaja megegyezik, de kiilonbozik b és ¢ kozos téméjatol.) Igazoljuk, hogy kivéalaszthatd
a 7 hallgaté koziil néhény (de legalabb 3) olyan, akik kérbeiilhetnek ugy egy kerek asztalt, hogy az
egymas mellett iiléknek ugyanaz legyen a kozos témajuk.

Alkossa a 7 széban forgd hallgaté a G graf csucsait, és jelolje E; i = 1,2, 3 esetén azokat az éleket

amit azok kozé a hallgaték kozé hizunk, akiknek a kozos téméajuk éppen az i-dik. (2 pont)
Mivel barmely két hallgaté kozti él az Ey, Es ill. E3 valamelyikébe beletartozik, ezért ezen élek 6sszesen
annyian vannak, mint ahany él behizhaté 7 cstcs kozé, (2 pont)
szam szerint (;) =1.7.6=2l-en (1 pont)
Kell lennie tehat olyan i téménak, hogy |E;| legaldbb 2 = 7 ¢t tartalmaz. (1 pont)
Tanultuk, hogy egy n pontu kormentes grafnak legfeljebb n — 1 éle lehet, (2 pont)
ezért ez az F; élhalmaz biztosan tartalmaz kort. (1 pont)
Az e kor csicsainak megfelel hallgatokat a kornek megfeleléen leiiltetve pedig éppen a feladat allitasat
igazoljuk. (1 pont)

3. Osszefiiggd-e az a G graf, aminek a szomszédossagi matrixa az aldbbi?
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A(G) =

A jobb oldali abran lathato a kérdéses graf egy diagram- U2

ja. (5 pont)

Szemlatomast nem vezet él a vy, v3, vg csticsokbdl a vy, vy

ill. vs cstucsok egyikébe sem, ezért G nem Osszefiiggo. v
(5 pont) 6
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4. Legyen I az abran lathato G graf egy minimalis silyu feszitofajanak élhalmaza. Van-e a G — F' grafnak
Euler-kore?
Az éran tanult Kruskal algoritmus segitségével meghatarozzunk egy
minimélis sulyu feszit6fat. Ennek sordn minden élrél (névekvé sily-
sorrendben) eldontjiik, hogy bevessziik-e, mégpedig annak alapjan,
hogy kort hoz-e létre az eddig bevett élekkel. Az algoritmus bar-
mely lefutasa ugyanazt az F' feszitofat taldlja meg, amit az abran

vastag élekkel jeloltiink. (6 pont)
A G — F grafnak két komponensében is fut él, ezért nem lehet
Euler-kore. (4 pont)

Ha vki nem (vagy nem jol) taldlja meg F-t, de helyesen idézi fel az Gsszefiiggd grafok Euler-korérél
sz016 sziitkséges és elégséges feltételt (az Osszefiiggbséget is helyesen beleszove az idézetbe), az kapjon
ezért a részért 3 pontot.

5. Legyen GG olyan véges graf, aminek C' egy Hamilton kore. Tegyiik fel, hogy a G — C' grafnak van
Euler-kére. Mutassuk meg, hogy ekkor a G grafnak is van Euler-kore.

Mivel a G — C grafnak van Euler-kore, ezért (G — C')-ben minden fokszam péros. (3 pont)
A G grafban minden fokszam 2-vel nagyobb, mint a G—C-beli megfeleld fokszam, hiszen C'-bol minden
csucsra pontosan két él illeszkedik. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy G-ben is igaz, hogy minden csics foka paros. (1 pont)
A G graf 6sszefiiggd, hiszen C' egy Hamilton kore. (1 pont)
A véges Osszefiiggd grafokrol pedig azt tanitotdk, hogy ha minden fokszamuk paros, akkor van Euler-
koriik. (2 pont)
Ezek szerint G-nek valéban van Euler-kore, ahogyan azt a feladat allitja. (1 pont)

(Ha vki azzal indokolja G osszefiiggéségét, hogy (G — C)-nek van Euler kore, az nem kapja meg az
Osszefiiggdségért jard 1 pontot, és aki egyaltalan nem gondol az Osszefiiggdségre, az a tételkimondasért
jaré 2 pontbdl is egyet elveszit.)

6. Legyen G a (2,3,7,2,4,3,3,2) Priifer-kédi F' fa komplementere. Van-e G-nek Hamilton-kore?

Mivel a Priifer-kéd hossza 8, ezért F-nek 10 csicsa van. (1 pont)
Tanultuk, hogy a Priifer-kédban minden cstics eggyel kevesebbszer szerepel, a fokszamanal, (2 pont)
Ezek szerint F-ben a maximélis fokszam a 4. (1 pont)
Mivel G az F' komplementere, G-ben a minimélis fokszam 9 — 4 = 5 lesz, vagyis G barmely cstucsanak
fokszama legalabb 5. (2 pont)
Dirac tétele szerint ha egy n cstcst grafban minden pont foka legaldbb 7, akkor G-ben van Hamilton
kor. (3 pont)
Ez a tulajdonsdg fennall a feladatbeli G grafra n = 10-re, tehat a Dirac tétel szerint annak van
Hamilton kore, és nekiink pontosan ezt kellett bizonyitanunk. (1 pont)

Lehet persze favagassal is.

Az 6ran tanultak szerint megkonstrualjuk a kérdéses F' fat a Priifer-kodjabél. F-nek 10 pontja van,
hisz a kod hossza 8. A tablazat alsé sora a letorolt leveleket mutatja:
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Az a kérdés, hogy van-e az F' fa Osszes csicsat tartalmazo olyan kor, aminek egyik éle sem esik egybe
F valamelyik élével. (2 pont)
Ha tigyesek vagyunk, konnyen taladlunk ilyen kort. Egyet pl szaggatott vonalakkal rajzoltunk az dbraba.

(2 pont)
Az tehat a valasz, hogy a G grafnak van Hamilton kore. (1 pont)

(5 pont)



