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2. ZH 2008. 11. 17. 17°°

A rendelkezésre alld munkaids 90 pere.
Kérjiik, minden résztvevé nevét, NEPTUN kdédjat, gyakorlatvezetdje nevét, valamint a gyakorlatdnak
idépontjat a dolgozat minden lapjinak jobb fels6 sarkaban elvashatdan és Aelyesen tiintesse fel.
Minden egyes feladat helyes megoldasa 10 pontet ér. A dolgozatok értékelése: 0-23 pont: 1, 24-32 pont: 2, 33-41
pont: 3, 42-50 pont: 4, 51-60 pont: 5. A puszta (indoklds nélkiili) eredménykzlést nem értékeljitk. A megindokolt
részeredményért ardnyos pontszdmn jar. Az évvégl jegy kiszamitdsakor a két (legalabb elégséges) zh dsszesitelt
pontszdmdt vessziik figyelembe.
[rdszeren és papirokon kivill semmilyen segédeszkiz haszndlata sem megengedett, (gy tilos az frott vagy nyomtatott
jegyzet, a szamold- és szamitogép ill. mobiltelefon haszndlata, tovdabba a dolgozatirds kizbeni egyiittmiik&dés.

Feladatok

" 1. Legyenek a G péros graf szinosztdlyai A és B, és tegyiik fel, hogy legfeljebb | B| 6] sziikséges

L

; (¢ Gsszes pontjanak lefogésahoz. Igazoljuk, hogy ckkor az A szinosztdlyra teljesiil a Hall
feltétel.

@Hateimzzuk meg mindazon egyszert, dsszefiggo, sikbarajzolhatéd G grafokat, amiknek létezik
olyan G* dudlisuk, hogy G = G* teljesiil, tovdbba e = n + 2 4ll, ahol e a G élcinek, n pedig
(' csticsainak szdmdt jeloli.

3. Topologikusan izomorf-¢ az lg(1) = (2,5); [a(2) = (1,3,5); Ig(3) = (2,4); Ic(4)
e
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(3,5); la(5) = (1, 2, 4) szomszédossigi listdkkal megadott G grif az A(H) = B9
0

R
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szomszédossdgl métrixszal megadott H graffal?

]

,—'U-[atﬂmxzuk meg az aldbbi PERT probléma optimilis {itemezése melletti kritikus tevékeny-

ségeket!
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5. Bizonyitsuk be, hogy NP-teljes az a 7 dontési probléma, aminek a bemenete egy 100n ponti
iranyitatlan graf, a kimenete pedig pontosan akkor ,igen”, ha G-nek van legaldbb n ponti

kore.

(( 6.)Igazoljuk, hogy ha m és n pozitiv egészek, akkor d(n)d(m) = d(Inko(n,m))d(lkkt(n,m))
" teljesiil, ahol d(k) a k pozitiv osztéinak szdmdt, Inko(n, m) és lkki(n,m) pedig rendre az n
és m legnagyobb kbzos osztdjdt ill. legkisebb kozos tobbszorosét jelolik.
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Gyakorlatvezeldh &s gyakorlalok

Bérczi Kristal (Sz 16, 13 138), Beck Zoltdn (5= 16, [B 130), Vigh Dorottys (5z 16, [B 140), Bertus-Barcza Timea (Cs, 1B 138), Drétos
Mérton (Cs, 1B 139, Sz 16, £ 208), Gyenis Zalin (Cs, 1B 140}, Krakus Péter (Cs, IB 141}, Csikdny Rita (K, IB 142), Peresslényi
Attila (K, 1B 141}, Csinde Gergely (K, 1B 138), Nikhdzy Liszlé (I, [B 139), Csorba Jines (KK, IB 140), Reinhardt Gédbor (K 10, LB
145), Katona Gyula (Sz 10, IB 138), Keszler Anita (Sz 10, IB 139), Nigicser Bdlint (Sz 10, IB 140), Tassy Gergely (Sz 16, Z 200)
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A szamitdstudomany' alapjai
2. ZH javftékulcs

Az itmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszdmok t4jékoztats jelleggel lettek meg-
Allapftva az értékelés egységesftése céljAbsl. Egy pontszdm elStt szerepld 4llftds kimonddsa,
tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszdm megszerzését. Az adott rész-
pontszdm megftélésenk az a feltétele, hogy a megoldédshoz vezetd gondolatmenet megfeleld
részének végiggondoldsa vildgosan kiderilljon a dolgozatbél. Ha ez utébbi kideriil, 4m a
kérdéses allft4s, tétel, definfci§ nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszidm legalabb
részben jar.

Természetesen az ismertetettektdl eltérd, 4m helyes megolddsokért teljes pontszdmok, rész-
megolddsokért pedig az itmutatébeli pontozds intelligens kdzelftésével meghatdrozott aré-
nyos részpontszdmok jarnak. Szdmol4si hibdért dltaldban 1 pontot vonunk le.

1. Legyenek a G péaros graf szinosztalyai 4 és B, és tegylik fel, hogy legfeljebb |B| él sziikséges G
sszes pontjanak lefogdsdhoz. Igazoljuk, hogy ekkor az A szinosztalyra teljesiil a Hall feltétel.

Mivel G cstcsai lefoghatdk élekkel, ezért G-nek nincs izoldlt pontja., (1 pont)
igy igaz Gallai idevagé tétele, miszerint p(G) + v(G) = |V(G)| = |A| + | B|. (2 pont)
A feltétel szerint a lefogé élek minimalis szdma p(G) < |B|, (1 pont)
ezért v(G) > |A| teljesiil. : (2 pont)
Létezik tehét G-ben | A| fiiggetlen él, ami azt jelenti, hogy G-nek van A-t fedd parositésa.(2 pont)
A Hall tétel trividlis irinya szerint ekkor viszont A-ra teljesiil a Hall feltétel, (1 pont)
azaz tetszdleges X C A ponthalmazra | X| < |[N(X)| all. (1 pont)

A feladat egyébként megoldhatd a tanult tételek nélkiil, csak a Hall feltételt ismerve.
Ha legfeljebb | B| él lefogja G minden pontjat, akkor mivel B-n belill nem fut €l, ezért a lefogdshoz

legaldbb | B| €l sziikséges, igy e lefogé élek szdma pontosan |B| lesz. (1 pont)
Réad4sul minden B-beli csticsbél pontosan egy lefogé él fut egy-egy A-beli csiicsba, és ezen élek
minden A-beli csticsot lefognak. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy a lefogd élek halmaza egy olyan erds, aminek minden komponense egy-egy A
kozept csillag. (3 pont)
Ezen csillagkomponensek mindegyikébdl egy-egy tetszdleges élt kivalasztva egy A-t fedd parositdst
kapunk. (2 pont)
Ha tehdt X az A egy részhalmaza, akkor X szomszédsiga mar a parositds miatt legaldbb X
kiilsnbsz8 cstcsot tartalmaz, azaz | X| < [N(X)|, (1 pont)
és ez éppen azt jelenti, hogy A-ra teljestl a Hall-feltétel. (1 pont)

2. Hatérozzuk meg mindazon egyszerfi, dsszefiiggd, sikbarajzolhaté G grafokat, amiknek létezik olyan
G dualisuk, hogy G & G* teljesiil, tovibba e = n+2 ll, ahol e a G éleinek, n pedig G csicsainak
szamat jelsli.

Jelslje t a G graf adott sfkbarajzoldsakor keletkezd siktartomanyok szimit! Mivel G & G*, ezért

G*-nak ugyanannyi cstcsa van, mint G-nek. (1 pont)
Mésfeldl G* csticsainak szdma a dualitds definicidja miatt ¢, (1 pont)
ezért n = ¢ teljesiil. (1 pont)
Alkalmazhatjuk a G of sr grarfa az Buler-formuldt: e +2 =n+¢ = 2n. (3 pont)

(Egyébként G* mindig 8f, és mivel G izomorf vele, G automatikusan 8f lesz.)
Mivel e = n+ 2, azt kapjuk, hogy 2n =e4+2=n+2+2=n+4,azazn =4 és e =6. (1 pont)

A G egyszerti, dsszefliggd grafnak 4 csiicsa van, ezért legfeljebb (3) = (;) =6 éle lehet, és ennyi is
_csak akkor, ha G & K. (1 pont)
Ha tehat létezik a feladatban leirt graf, az csakis egy Ks-gyel izomorf graf lehet. (1 pont)
Konnyii ellendrizni, hogy Ky sikbarajzolhaté és K & Ki. A keresett grafok tehit a Ky-gyel
izomorf grafok. (1 pont)
3. Topologikusan izomorf-e az Ic(1) = (2,5); [s(2) = (1,3, 5); lc(3) = (2,4); l6(4) =

0 0 0 1
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(3,5); le(5) =(1,2,4) szomszédossagi listakkal megadott G graf az A(H) = ? ? ? (l) é

e

szomszédossagi métrixszal megadott H graffal?

A tanultak alapjin megrajzoltuk a G és H grafok egy-egy diagramjat. (3+3 pont)
Mindkét graf egy-egy él felosztdsaval kaphaté az F grafbdl, (2 pont)
tehat mindkét graf topologikusan izomorf F-fel, igy egymassal is. (2 pont)

Avagy az utolsé 4 pont helyett: a két graf élszima nem azonos (és gy nem kaphatdk meg egymasbdl
a Whitney-féle operacidkkal), ezért G és H nem gyengén izomorfak. (2 pont)

4. Hatdrozzuk meg az alibbi PERT probléma optimalis iitemezése melletti kritikus tevékenységeket!
Az alabbi 4brdn az 6ran tanult médszerrel s,a,d, e, f,9,b,k,c, t sorrendben feldolgoztuk a graf csi-
csait, meghatdroztuk az egyes tevékenységek legkordbbi kezdési id8pontjait, és megjeldltiik azokat
az éleket, amik ezeket a legkorabbi id8pontokat meghatarozzik. (7 pont)

Azok a kritikus tevékenységek, amik rajta vannak egy megjelslt élekbdl 4ll6 st uton, (1 pont)
konkrétan az s, a, f, 9,b, h és t tevékenységek, . (2 pont)
és 30 egységnyi idé kell a PERT feladataz optimalis {itemezés melletti végrehajtdsihoz. (0 pont)

5. Bizonyitsuk be, hogy NP-teljes az a 7 dontési probléma, aminek a bemenete egy 100n ponti
irdnyitatlan graf, a kimenete pedig pontosan akkor ,igen”, ha G-nek van legaldbb n ponti kére.

Az NP-teljesség igazolasihoz egyrészt azt kell megmutatni, hogy m NP-beli, mésrészt pedig azt,

hogy barmely NP-beli probléma polinomialisan visszavezethetd m-re. (1 pont)
Utébbi tulajdonsig helyett (a polinomialis visszavezethetdség tranzitivitisa miatt) elég azt igazol-
ni, hogy egy NP-teljes probléma. visszavezethetd m-re. (1 pont)

Ha teh4t G egy 100n-ponti graf, akkor ebben egy legalibb n ponti kdr létezése polinom idében
ellendrizhetd, amennyiben taniként megadjak e kdr pontjait és a sorrendjuket, hisz legfeljebb 100n

él létezését kell ellendrizniink. i | (1 pont)
Az NP-nehézség igazoldsihoz a tudottan NP-teljes HAM (Hamilton kdr) problémat vezetjiik vissza
T-re. (1 pont)

Az a feladatunk, hogy a HAM probléma tetszéleges inputjdhoz (azaz tetszdleges G grifhoz) az
input méretének polinomjaval feliilrél becsiilhetd szdmi lépésben olyan G’ grafot konstrudljunk,
amelyre az aldbbi két feltétel teljesiil: (1) G’ csticsainak szdma 100-zal oszthatd, ill. (2) G-nek pon-
tosan akkor van Hamilton kére, ha G'-nek van olyan k¥re, ami G’ csticsainak legalabb 100-adrészét
tartalmazza. (3 pont)
Legyen G’ az a graf, ami a G graf 100 diszjunkt példinydbdl all. (1 pont)
Vildgos, hogy G’ barmely kire egyittal G egy példanyanak is kdre, ezért G’-nek pontosan akkor
van a 7 problémaban keresett kére, ha G-nek Hamilton kdre van, nekiink pedig pontosan ezt kellett
igazolnunk. (2 pont)

6. Igazoljuk, hogy ha m és n pozitiv egészek, akkor d(n)d(m) = d(Inko(n, m))d(lkkt(n, m)) teljesiil,
ahol d(k) a k pozitiv osztdinak szdmat, lnko(n, m) é lkkt(n, m) pedig rendre az n és m legnagyobb

kozds osatdjat ill. legkisebb kdzds tobbszorssét jelslik.

Tegyitk fel, hopy ni=pit cps* i opdt il m = pf' ~p€’ ~pf‘, ahol o; = 0ill. B; =0 is
megengedett. (2 pont)
Tanultuk, hogy Inko(n,m) = p’;”"(“"m) . T’n("”ﬁ” e

lkkt(n,m) = prln”(“' 1) -p;mx(a’ o) -p;:“(m“a"), (3 pont)
lgy az oszték szamérdl tanultak szerint d(n)d(m) = (ay + 1)(az + 1)...(ax + 1)(By + 1)(B2 +
1) (Be+1) =(ay + 1)(Br+1)...(ar + 1)(B + 1) (1 pont)

ill. d(Inko(n,m))d(lkkt(n,m)) = (min(ay, B1)+1)(min(az, B2)+1) ... (min(ax, B )+1)(max(ey, B1)+
1)(max(aq,B2) + 1). .. (max(ax, Bc) + 1) = (min(ay, £y) + 1)(max(ay, f1) + 1) ... (min(ax, G) +

1)(max(ak, B) +1). (2 pont)
Minden i-re teljestil, hogy (a; -+ 1)(8; + 1) = (min(ay, 8;) + 1)(max(a, 5;) + 1), (1 pont)
ezért a fenti két szorzat egyenld. Ezzel a feladat 4llitasat igazoltuk. (1 pont)



