ANALIZIS 1. 3. VD MEGOLDAS 2019. januar 11.
Mérnokinformatikus szak a-varians Munkaidé: 90 perc

1. feladat (4410 pont)

a) Hogyan kaphatjuk meg egy z komplex szam n-edik gyokeit? (Adja meg a formulat
tetszbleges n pozitiv egész szam esetén!)

b) Adja meg algebrai alakban az iz? + 2(v/3 — i) = 0 egyenletnek az Gsszes megoldasat!

a) Haa z = r(cos p+1isin ¢) a szam trigonometrikus alakja (1p), akkor z n darab n-edik
gyoke zi, ...z, (1p) ahol z; = /r <COS@ + isin W), j=1,...n (2p)

—2(v/3 — i
b) 22 EM@%(\@—D 221+ V/3i) 2:p4<cosg—l—isin%>, igy
1

21 1:p2(cosg+isin%) lzp\/g—l—i, z21:1’2(cos%+isin%r) 1:p—\/§—i.

2. feladat (14 pont)
Legyen a; = 4, a,y1 =8 — — rekurzive adott sorozat! Mutassa meg, hogy minden
a

n € N esetén 3 < a,, <5 teljesiil! Indokolja meg, hogy (a,) konvergens, és hatarozza
meg a hatarértékét!

Teljes indukcioval bizonyitunk. (1p)
L3<a =4<5 (1p)
1 15 1 15 1 15
1.3<a,<5=25>"->3=2 5<-""<-323=8-5<q,,; <8——-<8-3=5.
an an an
az =51 >4 = a; , teljes indukci6val bebizonyitjuk, hogy (a,) monoton névé. (1p)
Iay>a (1p)

I1. Az el6bb bizonyitott als6 korlat miatt a,, > 0, igy

15 15 15 15 15 15
<_1$_ >——1:gan+2:8— >8— — =anp11
Qp+1 Gp, Qp+1 anp, Qp+1 . an .
A sorozat tehdt monoton nové és korlatos, igy konvergens, vagyis létezik A = lim,,_,o @y,

15
(2p). Ekkor A =8 — R tehat A2 —8A + 15 = 0. Ebbdsl A = 3 vagy A = 5, de mivel
a, >4, igy lim,, o a, =5 (2p)

1
Ani1 > g $

3. feladat (4+10 pont)
a) Osztéalyozza a valos, egyvaltozos fiiggvények szakadasainak tipusait!

b) Hol és milyen tipustu szakadasa van az f(z) = arctg #1 + arcctg% fiiggvénynek?

a) Ha lim, ., f(z) € R, de lim,_,,, f(x) # f(xo), akkor az xy pontban megsziintethets
szakadas van. (1p)

Ha lim, ..+ f(z) € R, és lim,,,— f(z) € R, de lim, 4 f(z) # lim,—,,— f(x), akkor
a fliggvénynek az xo pontban véges ugras tipusu szakadéasa van. (1p)

Amennyiben lim,_,,,+ f(z) vagy lim,,,,— f(z) nem létezik vagy nem véges, akkor a
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fiiggvénynek az xy pontban mésodfaju szakadasa van. (2p)
b) f folytonos fiiggvények hanyadosanak kompozicidja, illetve ezek Gsszege, igy csak ott
lehet szakadésa, ahol a nevezd 0. (2p)

. 1p . 3 1p T

1 = 1) +1 s

lim f(z) = arctg(l) + lim 7 arcctg e
mert az Osszeg masodik tagja az arcctg fiiggvény korlatossaga miatt egy 0-hoz tarto és
egy korlatos kifejezés szorzata, igy 0-hoz tart (1p). A 0 pontban tehat a fiiggvénynek
megsziintethetd szakadasa van.(1p)

: 3p ™
wl}n_l%if(cc) = arcctg 3 = 5

igy az fiiggvénynek az —1 pontban véges ugrasa van. (1p)

4. feladat (8+10 pont)

a) Mondja ki és igazolja a szorzatfliggvény derivaléasi szabalyat!

b) Keresse meg azokat az intervallumokat, amelyeken az f(x) = 2™ fiiggvény konvex,
illetve konkav! Hol van inflexidja az f fiiggvénynek?

a) Ha f és g differencidlhaté egy o pontban, akkor a szorzatuk is differencialhato, és
(f9)' (o) = f'(x0)g(0) + f(20)g'(x0) (2P), mert

(fg)(xo + h) = (fg)(x0) 1p

(f9) (x0) 2 lim

—0 h
o f@o+ Wg(@o + h) = fl@o + h)g(wo) + £ (w0 + h)g(w0) = F(30)g(o) 20
h—0 h
= lim f(zo + h) lim 9o + hli —9(0) | oy lim f(xo + h})l — f(=o) 1

= f(20)g'(z0) + g(z0) f'(0),
hiszen ha f differencidlhat6 az xy pontban, akkor ott folytonos is (1p.)
/ /
) f"(@) 2 (%" = 10225 ) = (1= 100%)e %" ) 2 —20ze5" ~102(1-102%)e ™" =

—102(3 — 1022)e " =0 ha z = 0 vagy = = +,/ 3. (2p) Igy
(moo—y/3) |~V | (=3 0) | o [ (0y5) | V3| (Vo)
0 0

f// _ + 0 — —+ (4p)
f N IP U IP N IP U

5. feladat* (10 pont)
Szamolja ki az | sh(bz) cos(2z) dz integralt!
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Parcialis integralassal f'(x) = sh(bx), g(x) = cos(2x), vagyis f(x) = Ch(sm), g (x) =

—2sin(2z) (2p), fgy

/ sh(55) cos(2z) dy 22 522) ch(52) |, 2 / ch(52) sin(2z) da

) )

Ujabb parcialis integralassal f'(z) = ch(5x), g(z) = sin(27), vagyis f(z) = Sh(sx),

g'(x) = 2cos(2x), (2p)

sin(2z)sh(b5z) 2

/ch(5a:) sin(2z) dx . — "% /sh(5x) cos(2z) dz,

igy az

2x)ch 2 sin(2z)sh 4
I = /Sh(5x) cos(2x)dx = cos( mi)c (52) + = M _ %]

egyenlethez jutunk (1p), amibdl

% Z

25 (cos(2z)ch(bz) 2 sin(2z)sh(bz)
(mgpi 2 s

/ sh(5z) cos(2z) dz 2

6. feladat* (4410 pont)
a) Mondja ki a Newton-Leibniz tételt!
0
b) Széamolja ki az / sin® z cos? & dx integralt!

us
2

a) Ha f € Rla,b] ¢s F'(z) = f(x) Vo € [a,b] esetén, akkor / f(z)dz = F(b) — F(a)

(4p)
b) sin®x = 1 — cos?z, (1p) tehat

. 1p
/ sin® x cos? zdx =

. 2p . . 2p
= /sma:(l —cos® ) cos® v dr = /8111:6(20821:(1:1:—/81na:cos4xdx =

_cosPx N cos®
3 5
hasznélva, hogy a # —1 esetén [ fof = fcjl + ¢. (1p) A Newton-Leibniz formula
alapjan
0 3 5 3 s 5 T
. 3 9 2p co0s°0  cos’0 cos (—5) coS (—5) ip 1 1
dr = — + — | = + = —=—4-.
/_gsm x cos” x dx 3 5 ( 5 5 R
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7. feladat* (5+11 pont)

<1
a) Milyen o > 0 esetén konvergens az / — dz integral? Vélaszat indokoljal
oz

b) Szamolja ki az / dz integralt!
4

2 -9

a) o # 1 esetén

<1 1p . rot Yy . wt= 1
—dz 2 lim £ _ lim — < 00,
T w—00 -]y wsol—a 1—«

ha a > 1 (1p). a =1 esetén

<1
/ —dz = lim [Inz]{ P,
1

€T w—00
igy az integral o > 1 esetén konvergens (1p).

> 2 !
b) / gdrE2lim [ dr. Ehher
4

;13‘2— w—0 Ju TT —

1 2p A n B 1_pAX+3A+BfE—3B
22—9 -3 x4+3 22 -9 ’
VagyisA+B:0,A—B:%,tehétA:é, B:—%, (2p) igy

2 1 [“ 1 1
/ dz 22 lim - — dz 22
4 2-9 wo06 J, \x—3 x+3

IMSC feladat (14 IMSC pont)
[gaz-e, hogy minden derivalhato fiiggvény derivéltja folytonos? Valasza indoklasahoz
szamolja ki az

0, haxz =0

f@) = 22 sin (é), ha z # 0

fliggvény derivaltjat!

Csak pontozasi utmutatot adunk, nem teljes megoldast!
Az &llitas nem igaz! (2p)
A derivalas definicioja alapjan megmutathato, hogy f’(0) = 0 (3p), x # 0 esetén

1 1
pedig a derivalési szabéalyokkal: f'(z) = 2z sin (—) — COS (—) (3p). Renddr elvvel meg-
x T
—_—— —
g9(x) h(z)

mutathato, hogy g folytonos (2p), mig atviteli elvvel igazolhato, hogy h nem folytonos
az origoban (4p), tehat f’ nem folytonos az origoban.

4
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1. feladat (4410 pont)

a) Hogyan kaphatjuk meg egy z komplex szam n-edik gyokeit? (Adja meg a formulat
tetszbleges n pozitiv egész szam esetén!)

b) Adja meg algebrai alakban az iz? — 8(v/3 +1i) = 0 egyenletnek az Gsszes megoldasat!

a) Haa z = r(cos p+1isin ¢) a szam trigonometrikus alakja (1p), akkor z n darab n-edik
gyoke zy, ...z, (1p) ahol z; = J/r (cos@ + isin w), j=1,...n (2p)

b) z 21p8(\/_+) (\/_+1): (1—\/5)2:r’16<cos?ﬂ+1sm%ﬂ),igy

2 = 4(COS%+181H%) 1:p2(\/§—i), ) 1p4(cos—+1sm—) L 2(—V/3 +1).

2. feladat (14 pont)

12
Legyen a; = 4, a,,1 = 8 — — rekurzive adott sorozat! Mutassa meg, hogy minden

an
n € N esetén 2 < a, < 6 teljesiill Indokolja meg, hogy (a,) konvergens, és hatarozza
meg a hatarértékét!

Teljes indukcioval bizonyitunk. (1p)
.L2<a;=4<6 (1p)
1 12 1 12 1 12
12<a,<6=26>—"—>2=_6<-""<-222=8-6<a,,; <8——<8-2=6.
ay =5 >4 = ay , teljes indukcioval bebizonyitjuk, hogy (a,) monoton névé. (1p)

1. as > aq (]_p)
I1. Az elébb bizonyitott als6 korlat miatt a, > 0, igy
12 12 12 12 1

21p BIC

An41 an an+1 Qp, An41
A sorozat tehat monoton novd és korlatos, igy konvergens, vagyis létezik A = lim,,_,o a,

12
(2p). Ekkor A =8 — T tehat A2 —8A +12 = 0. Ebb6l A = 2 vagy A = 6, de mivel

12 12

1
an+1>an:g 8—a—:an+1

3. feladat (4+10 pont)
a) Osztéalyozza a valos, egyvaltozos fiiggvények szakadasainak tipusait!
b) Hol és milyen tipust szakadéasa van az f(z) == arcctg% + arctg ﬁ fiiggvénynek?

a) Ha lim, ., f(z) € R, de lim,_,,, f(x) # f(xo), akkor az xy pontban megsziintethets
szakadés van. (1p)

Ha lim, ..+ f(z) € R, és lim,,,— f(z) € R, de lim, 4 f(z) # lim, ., f(x), akkor
a fiiggvénynek az xy pontban véges ugras tipusu szakadasa van. (1p)
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Amennyiben lim, ., f(z) vagy lim,,,,— f(z) nem létezik vagy nem véges, akkor a
fiiggvénynek az zy pontban masodfaju szakadésa van. (2p)

b) f folytonos fiiggvények hanyadosanak kompozicidja, illetve ezek Gsszege, igy csak ott
lehet szakadésa, ahol a nevezd 0. (2p)

- e | 2 e T

il_IfCl) flz) = glcll)r(l)xarcctg . + arctg(—1) = g

mert az Osszeg els6 tagja az arcctg fiiggvény korlatossdga miatt egy 0-hoz tarto és egy
korlatos kifejezés szorzata, igy 0-hoz tart (1p). A 0 pontban tehat a fiiggvénynek meg-
sziintethetd szakadasa van.(1p)

lim f(x) P arcctg 2 + g,

r—1+

igy az fiiggvénynek az 1 pontban véges ugrasa van. (1p)

4. feladat (8410 pont)

a) Mondja ki és igazolja a szorzatfiiggvény derivélési szabalyat!

b) Keresse meg azokat az intervallumokat, amelyeken az f(x) = ze 2 fliggvény konvex,
illetve konkav! Hol van inflexi6ja az f fiiggvénynek?

a) Ha f és g differencidlhato egy o pontban, akkor a szorzatuk is differencialhato, és
(f9)'(z0) = f'(z0)g(x0) + f(x0)g'(x0) (2P), mert

(f9) (o) 1p ;llli% (fg)(xo + h]i — (fg)(zo) 1p
f(zo+ h)g(xo + h) — f(zog+ h)g(x0) + f(zo+ h)g(x0) — f(20)g(x0) 2p

h—0 h
o gz +h) — g(x0) . flzo+h) — f(xo) 1p
B e e e

= f(z0)g'(x0) + g(z0) f'(20),
hiszen ha f differencialhato az z, pontban, akkor ott folytonos is (1p.)
b) f"(x) Ei <e‘2w2 — 4ZL’26_2x2)/ = ((1 — 4x2)e_2“72>, P _gre—20® _ 4x(1 — 4:(:2)6_29“2 =
—42(3 — 422)e 2" = 0 ha z = 0 vagy = = j:%g. (2p) Igy

V3 V3 V3 V3 V3 V3
(coemt) %[ (=5.0)| 0 |0:6) 4] (£.)
f// _ 0 + 0 — 0 -+ (4p)
[ N IP U IP| n [IP U

5. feladat* (10 pont)
Szamolja ki az [ ch(2z)sin(3z) dz integralt!
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Parcialis integréalassal f'(x) = ch(2z), g(z) = sin(3z), vagyis f(z) = %, g (z) =

3cos(3x) (2p), igy

/ch(2:c) sin(3z) dx ® w - g/sh(%:) cos(3z) dx

Ujabb parcialis integralassal f'(z) = sh(2z), g(x) = cos(3z), vagyis f(z) = Ch(;x),

g'(r) = —3sin(3x), (2p)

h(2
/Sh(Zx) cos(3z) dz £ cos(3x)20 (22) —i—g/ch(Zm) sin(3z) dz,
igy az
I= /ch(2x) sin(3z) dz = w — ; . cos(3x)2ch(2x) - %]

egyenlethez jutunk (1p), amibdl

/ ch(2) sin(3z) do ® 2 (M 3, cos(32) Ch(%)) +e.

2 2 2

6. feladat* (4+10 pont)
a) Mondja ki a Newton-Leibniz tételt!

2
b) Széamolja ki az / sin® z cos® x dx integralt!
0

)
a) Ha f € Rla,b] és F'(x) = f(x) Yz € [a,b] esetén, akkor / f(z)dz = F(b) — F(a)
(4p)
b) cos’z = 1 —sin® z, (1p) tehat

/sin2 zcos® xdz 2

. . 2p . . 2p
= /SID2 z(1 —sin®z) cosxda = /51112 xcosxdr — /sm4xcosx dr =
5

sinz  sin’x
= — +c

3 5

hasznélva, hogy a # —1 esetén [ fof = faai + c. (1p) A Newton-Leibniz formula
alapjan

(NE]
T

3 5

/siancos?’:cdxipsmgg—Sins%— sin®0  sin°0 1p 1 1
0 3 5 3 5
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7. feladat* (5+11 pont)

<1
a) Milyen o > 0 esetén konvergens az / — dz integral? Vélaszat indokoljal
oz

b) Szamolja ki az / dz integralt!
3

2 —4

a) o # 1 esetén

<1 1p . rot Yy . wt= 1
—dz 2 lim £ _ lim — < 00,
T w—00 -]y wsol—a 1—«

ha a > 1 (1p). a =1 esetén

<1
/ —dz = lim [Inz]{ P,
1

€T w—00
igy az integral o > 1 esetén konvergens (1p).

5 “ 1
b) / 7dr 5 lim [ -~ dr. Ehhez
3

;13‘2— w—o0 Jg xre —

1 2 A B 1p AX +2A+ Bz — 2B

x2—4_x—2+x—|—2— 22 —4 ’
VagyisA+B:0,A—B:%,tehétA:%, B:—%, (2p) igy

* 5 1 [¢ 1 1
/ 5 dxl—p5lim—/ ( — )dxz—p
3 xt—4 woood Jo \z—2 242

_ Z lim [In(x — 2) — In(x + 2)]% 22

w—0o0

IMSC feladat (14 IMSC pont)
[gaz-e, hogy minden derivalhato fiiggvény derivéltja folytonos? Valasza indoklasahoz
szamolja ki az

0, haxz =0

f@) = 22 sin (é), ha z # 0

fliggvény derivaltjat!

Csak pontozasi utmutatot adunk, nem teljes megoldast!
Az &llitas nem igaz! (2p)
A derivalas definicioja alapjan megmutathato, hogy f’(0) = 0 (3p), x # 0 esetén

1 1
pedig a derivalési szabéalyokkal: f'(z) = 2z sin (—) — COS (—) (3p). Renddr elvvel meg-
x T
—_—— —
g9(x) h(z)

mutathato, hogy g folytonos (2p), mig atviteli elvvel igazolhato, hogy h nem folytonos
az origoban (4p), tehat f’ nem folytonos az origoban.
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