ANALIZIS(1) 2006. jan. 19.
Mérnok Informatikus szak VIZSGADOLGOZAT Munkaid6: 90 perc

BME, Természettudoméanyi Kar, Matematika Intézet, Analizis Tanszék

1. feladat (10 pont)

7
3
a)an:"n+ lim a, =7
n—+o5 n—00
b) Konvergens-e a Zan sor?
n=1
Megoldas:

a)

31 3 /T +3n7 w 7
bn: —_— — T n— n ———————— — I P— n
6 vn Vnzon ~"~ V75 s (V) =c

Mivel lim {/n =1 és lim ¢/p=1(p>0),ezért lim b, =1 és lim ¢, =1
= lima, =1.
b) lim a, = 1 # 0, tehat nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele,

n—oo
[e.9]

igy a E a, sor divergens.

n=1

2. feladat (10 pont)

= 1
Bizonyitsa be, hogy Z — =1
- k(k+1)
Megoldas:
1 A B
T A=-1,B=1

k(k+1) k+1 ' & 7 ’

n 1 n -1 1
lim s, = lim ——— = lim — 4+ ) =
I P PR (e R (R Y (it

= lim <1 — ) =1, konvergens a sor, 0sszege 1.
n—00 n+1




3. feladat (17 pont)

1
—2x + arctg ——, ha x#1
f(w) = vl
—2 ha r=1

Y

a) lim f(x) =7; lim f(z) =7; lim f(z) =7

z— 140 x—1-0 r—1

b) f'(z) =7, haz eR

¢) Adja meg azokat a legh6vebb intervallumokat, amelyeken az f fiiggvény
e szigoruan monoton,

e alulrdl konvex vagy alulrél konkav!

Indokoljon!
Megoldas:
a)
FL40) = lim (=22 + arctg ——) — 24+ ©
oo\ T T A T T 2
——
| 400
FI—0)= lim (=2z + arctg ——) — —2—©
T Lo T T A ) T 2
1

F-0)#f1+0) = lim f(x)?

b) f'(1) #, mert a fiiggvény nem folytonos = = 1-ben, mivel nem létezik a pontban a

hatarérték.
Ha = # 1, akkor f differencialhatd, mert differencialhaté fliggvények Osszetétele és

1 —1 1
fll@) =-2+ 2 3= 2 5
1+( 1 ) (x—1) (x—1)"+1

z—1

c) f szigorian monoton csokken a (—o0,1) és az (1,00) intervallumokon, mivel itt
f'(xz) <0.
2(x—1)

(@ —1)2+1)"

f alulrdl konkdv (—oo,1)- en, mert itt f”(x) <0
f alulrdl konvex (1,00)- en, mert itt f”(z) >0

f'(@) =



4. feladat (845=13 pont)

a) Adjon sziikséges feltételt lokélis széls6érték létezésére differencialhaté fiiggvénynél az
értelmezési tartomany belsé pontjaban! Allitasat bizonyitsa be!

b) Van-e lokélis szélséértéke az f(x) = e T2°+5% fiiggvénynek?

Megoldads:

a) @ Ha f a c helyen differencialhaté és ott lokélis szélséértéke van, akkor f'(c) = 0.
(K;ﬁ C:l)f)

. Pl. lokéalis maximumra:

lim
h——0
A

= JH9=[fc) =0
———

derivalhat6sag miatt

lim
h——+0

=
C
= f'(¢)=0 (vizszintes érinto)

b) fl(z) = e 45 (524 4 322 +5) >0 = f szigortian monoton né R-en, tehat
nincs lokalis széls6értéke.

5. feladat (10 pont)

Adja meg az alsé integralkozelité és a felsé integralkozelité osszeg definicidjat!

A hatéarozott integral definiciéjaval bizonyitsa be, hogy
b
/cdx:c(b—a) (c e R)

Megoldas:

@ Alsé6 kozelit6 Gsszeg (vagy alsé Osszeg): (a rogzitett F' felosztdshoz tartozik)

Sp = ka(xk —Tp_q) = kaA:Ek my = inf {f(z)} (3, Dedekind)
k=1 k=1

zel}



@ Fels6 kozelité osszeg (vagy felsé Osszeg): (a rogzitett F' felosztdshoz tartozik)

Sp = Z My (vg — xp—1) = Z M Axy, M, = igzp {f(z)} (3,Dedekind)
k=1 k

f(x) = c esetén:

sF:imkAxk:ic-Aa:k :ciAajk:c(b—a) Y F-re.
k=1

k=1 k=1
n

Sp = ZMkA.Ik = Zc-Amk =c(b—a) VF-re.
k=1 k=1
fey h=sup{sp}=c(b—a)=inf{Sp} = H.

Tehat
b

Jedr=c(b—a)

a

6. feladat (17 pont)*

1 2z
=7 =7
a) /4x2+8 dz =1 c) /4:1:2—1—8 de =1
4% + 11 3222 ¥ —9
b) /—x i de =7 d) [z V22?2 +6 de
422 + 8
Megoldas:
arctg —
1 1 1 1 V2
a)/4w2+8dx_8/1 . 2d$—8 T +C
(%) V2

4% + 11 (422 +8) +3 1
b ——dx = | ————— dz = [14d 3 [ —— dz =
)/4x2+8 * / 422 4+ 8 . / v /4x2+8 .

2
:x+3£arctgi+0

8 V2

(Felhasznaltuk az a) feladat megoldasat.)

2 1 1
c)/ - dx:—/ s dxzzln(4x2+8)+0

422 + 8 4 422 + 8
——

I
F




1 1 (222 +6)%°
d) /x\5/2$2+6 dz = 2 /4x (23:2+6)1/5 dr = 1 % + C
f/;crl/S 5
7. feladat (12 pont)*
a) / (x+2)e** dx =7 b) / (z42) 0 dg =7
Megoldas:
2 1 2 1 ¥
a) (ZE+2) @3z dx:ie?)x__/e?,xdw:x—i‘ e3x__e_+c
3 3 3 3 3
u=(z+2) v =¢e
u =1 v = 1 37
244z 1 2 4+4x 1 2244z
b) (x+2)e d:czé 2z +4)e dxzie + C
fref
8. feladat (11 pont)*
1+ Jx
——— dx =7 t = v/x helyettesitéssel dolgozzon!
/3x + Va2 ( Vi hely & )

Megoldas:

t=vyz = r=t2 = dr=3%dt

[t [ o [5G
:/<1+3ti+1> dt:t+2w+(]

1+ Jx
de = + 1n3 +1|+ C
/3:1:—|—\/_ Ve 3V |

Potteladat (csak az elégséges és kozepes vizsgahoz javitjuk ki):

9. feladat (10 pont)
a)

flx) = (2+ch2x)512 : f(z) =7



2n+1 -3
1 I —
nh_,moo 32n+1 + 5n T

Megoldas:

a) f(.il?) _ e5z2-ln(2+ch2x)

f’(x) — e512.1n(2—0—ch2m) . (5%2 .In (2 + Ch2 .23))/ _

2 2 2chx shz
— (PrIn (2Feh?a) <1o;p In (2 4 ch?z) + 5a° —)
( ) 2+ch’z
2\" 1\"
2 (2) — -
, 2ntl — 3 , 2.2 — 3 , <9> 3(9) 0-0
b) lim e = lim ———0b = lim D =
n—oo 32+l 4 gn n—oo 3.9n 4 5n n— 00 (5) 3+0
3+ 9

10. feladat (10 pont)

Keresse meg az alabbi fiiggvény linearis aszimptotajat +oo-ben!

f(x) = V922 + bx + 4
(A: lim M, B = lim (f(z) — AZE))

T—00 €T T—00

Megoldas:

922 + 5 4 Va? 5 4
A:hm\/x—i_m—i_ — lim Y 9+ -+—5=3
T—00 €T T—00 X T X

~

B=lim (V922 + 5z + 4 — 3z) =

T—00

922 + 5 4+ 3 2 4 — 9g?
~ i (VO T 50 4 4 — 30) V922 4 51 + 4 + Ty 25T+ 92%
z—00 V912 + 5x + 4 + 3 w00 /922 + 5 + 4 + 3z
oz S+ — 5 5
= lim - = = -
T—00 I 4 3+3 6
~ 9+ -+ 5 +
- X i

A *_gal jelolt feladatokbdl legalabb 16 pontot el kell érni!



