ANALIZIS 1. I. Zarthelyi 2021. november 2.
Mérnokinformatikus szak [-varians Megoldasok

1. feladat (18 pont)
Irja fel algebrai alakban az i2% + 272% = 0 egyenlet megoldésait.

Mo. 2% + 2723 = 23(i2% + 27), igy 21 = 0 megoldéas (3p) . iz® = —27, ha 2% = 27i =
27 (cosZ +isin %) (6p) , tehat a megoldasok zp = 3 (cosZ +ising) = %3 + 34
§3p; , 23 =3 (COS%7r —i—isin%’r) = —%3 + %z 3p), 2z =3 (COS%’r —H’sin%’r) = —3i

3p

2. feladat (5412=17 pont)

a) Adja meg a lim,,_,, a, = oo definiciojat!

b) A definicié alapjan mutassa meg, hogy lim v/n3 —2n — 1 = oo!
n—oo

Mo. a) lim,_,~ a, = A ha minden P > 0 szamhoz létezik N(P) € N, melyre n > N(P)
esetén a, > P. (5p)
b) Legyen P > 0. Ekkor n > 3 esetén

5 5/ n3
nd—2n—1> ?>P, (7p)

han® > 2P° (3p) , igy N(P) = max (3, [V2P7| +1). (2p)

3. feladat (17 pont)
Szamolja ki az alabbi sorozatok hatarértékét:

n—2\" n—2\"
ap = ) bn: .
3+n 3+n

ay = ((1_—%):> — e 2 (7p)

(1+3)
n4
by = aw (4p) , fgy elég nagy n esetén [b,| < (¢ + )" =0, hae <1—e (4p)
. Igy limb, = 0 (2p) .
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4. feladat (23 pont)
Konvergens-e az a; = 3, ap11 =7 — a— rekurzioval megadott sorozat? Allitasat igazolja,
¢és konvergencia esetén adja meg a hatarértéket!

Mo. Ha a sorozat korlatos, és mondoton, akkor konvergens, és hatarértéke a sorozat
legkisebb felsd, Vagy legnagyobb also korlatja (3p) . A lehetséges A hatarérték
kielégiti az A = 7— &) egyenletet (2p) , vagyis A =2 vagy A=5 (2p) . Belatjuk,
hogy2<an<5(2p) 2<a1<5esha2<an<5akk0r§>i>5,
tehat —5 < —22 < =2, fgy 2 =7 -5 < apy =7— 2 <7-2= 5 (5p)
as :3—1—2>a1,eshaan<an+1,akkor$> L ¢ 10
Apy1 = 7— < 7 — P

o & —on < oo tehat

= Gp12, Vagyis a sorozat monoton né (5p) . Mlvel an >3,
igy a hatarertek csak 5 lehet (2p) . A sorozat tehat monoton és korlatos, igy
konvergens, tehat hatarértéke 5. (2p)

5. feladat (25 pont)
Adja meg az alabbi sorozatok torlédasi pontjainak halmazat, limesz szuperiorjat, illetve
limesz inferiorjat. Létezik-e hatarérték?

nd—(=1)"n3+5 . n3 —(=1)"n3+5
Ay = 5 n —
n?+ (=1)"n?+6 n?+ (=1)"n?+6

Mo. Ha n péaros:

1<_V§. 12:,"/%§an:,"/ 25 g"%: \/52—>1 (7p),
8 (/n) 8n 2n° +6 n (/n)

ha pedig n paratlan, akkor

23 n 3 n
1<—\[ - Sanzwg%m =\/Z<%>M1, (5p)

igy a sorozat egyetlen torlodasi pontja 1 (1p) , tehat limsupa, = 1 = liminfa, =
1 =lima, (2p) .
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[ 5 5 1
0<b,=/———<4/=-——0, 3
- 2n2+6_\/; n_> (3p)
[2n3 +5 1

tehat a két torlodasi pont 0 és oo (1p) , igy limsupb, = oo (1p) , liminfb, =0
(1p) , és a sorozat divergens. (1p)

Péros n esetén

paratlan n esetén

IMSC feladat (4+4= 8 IMSC pont)
a) Igazolja, hogy ha az (a,)nen valos szamsorozat hatéarértéke A € R, akkor

3 lim (1 + a_n>” =l
n

n—o0

b) Igazolja, hogy minden o € R esetén

lim (1 + 12) = @,
n— o0 n

A bizonyitashoz felhasznélhatja, hogy lim,, . narctg(%) = a.

Mo. a) Rendér elvvel dolgozunk. (1p) Minden pozitiv € esetén elegendGen nagy n-ekre
teljesiil, hogy A — e < a, < A+ ¢, igy (1 + %)n < (1 + %")n < (1 + %)n, és
limeszt véve e4—¢ < lim inf (1 + “7")” < lim sup (1 + %)n < et (2p) Aze — 0
hataratmenetet véve megkapjuk a bizonyitandé allitast. (1p)

b) Irjuk fel az alapot exponenciélis alakban:

' , 2
142 - pel?  ahol p=4/1+ <g> , ¢ = arctg <g>. (2p)
n n n
Ezen az alakon elvégezziik a hatvanyozast:

ia\" 2 n
(1 + g) — pneinqﬁ — <1 + « /n) 2einarctg (%) n—00 eio‘,
n

n

n
a?/n\2 n—oo inarctg(%)

. 2114 » . , — 3
hiszen (1 + = )" —— 1 az a) éllitds miatt, és e 2% € az exponen-

cialis fiiggvény folytonossaga és a megadott Osszefliggés miatt. (2p)




