ANALIZIS 1. 1. VIZSGA 2020. januar 10.
Mérnokinformatikus szak [-varians Megoldasok

1. feladat (8+12=20 pont)
a) Ismertesse, és igazolja a renddrelvet!

. 3" 42" 1
b) Hatérozza meg { sorozat hatarértékét!
n?+3

Mo. a) Tegyiik fel, hogy n > N esetén a, < b, < ¢,, és lima, = limc¢, = A. Ekkor
limb, = A (2p) , mert € > 0 esetén létezik olyan Ny, hogy n > Nj esetén A — e <
a, < A+ ¢, és étezik olyan N5, hogy n > Ny esetén A — e < ¢, < A + ¢, vagyis
n > N(e) = max(N, Ny, Ny) esetén A—e < a,, < b, < ¢, < A+e, vagyis |b,—A| < .
(6p) -

3n 42"
b) A renddrelv miatt lim i
n—o00 n2 —+ 3

n(2p) [3n 4 on (2p)  [2.3n ¢
qm 3 e o[ 30 0GR [3n 2 )L 230 ap) 3\/52 (p)
V() dnt TV mi4S D

2. feladat (44+10=14 pont)
a) Definialja egy sorozat torlodasi pontjait!

1)
b) Adja meg az a, = (m
n+ 2

szuperiorjat, illetve limesz inferiorjat! Konvergens-e a sorozat?

n

=3 (2p) , mert

n+3
) sorozat torlodéasai pontjainak halmazét, limesz

Mo. a) Az A € RU{£o0} az (a,) sorozat torldasi pontja, ha létezik olyan (a,, ) részso-
rozat, amelyre klim an, = A. (4p) (Vagy: ha A minden kérnyezetébe végtelen sok
—00

sorozatelem esik.)
b) Péaros n esetén

n+3 1\n 3
an:(n+1) =<1+”>n-(n+1> _>17 (3p)
n+2 (1—1—%) n+2 e
paratlan n esetén
n—1\""? (1-1" /n-1\* 1
w(7) - () e @

1
igy a sorozat torlodasi pontjainak halmaza {%,e%} (1p) , limsupa, = - (1p) ,
e

1
liminfa, = — (1p) , és mivel liminfa, # limsup a,, igy a sorozat divergens (1p)
e

3. feladat (4+10=14 pont)
a) Adjon sziikséges feltételt arra, hogy egy differencialhaté fiiggvény egy intervallumon

A x-o0s feladatokbol legaldbb 12 pontot el kell érni. 1
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invertalhato!
b) Irja fel az f(x) = —m + 2arcsin(3 — 2z) fiiggvény értelmezési tartomanyat és érték-

készletét! Igazolja, hogy f invertalhato a teljes értelmezési tartoményan! Mi lesz az
inverzfiiggvény értelmezési tartoménya, illetve értékkészlete?

Mo. a) Ha f az I intervallumon derivalhato és invertalhato, akkor I-n szigorian monoton,
igy f'(x) > 0 minden = € I esetén, vagy f'(x) < 0 minden = € I esetén (4p) .
b) —1 <3 —2x <1, vagyis Dy =[1,2], (2p) és

Ry = [—w+2~ (-%) ,—w+2-q —[-27,0]  (2p)

2-(-2)
"(z) = <0, 3
f'(x) —G_ ) (3p)
tehat a fliggvény invertalhaté (1p) , és Dy = Ry = [-27,0] (1p) , Ry-1 = Dy =
[1,2] (1p) .

4. feladat (4+12=16 pont)
a) Ismertesse Weierstrass masodik tételét!
b) Hatéarozza meg az f(x) = x2e~ %" +67+3 fijggvény minimumét, illetve maximumat a [0, 3]

intervallumon!

Mo. a) Korlatos, zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény felveszi a minimumét
és a maximumat (4p) .
b) A fuggvény differencialhato, igy minimumaét, illetve maximumét az intervallumba
es6 lokalis szélsGértékhelyek valamelyikén, vagy az intervallum végpontjaiban veszi

fel (2p) .

f/(x) = 20 0T g2 (_Rp4 6)e IO = _9p(4a?—3p—1)e S = (3p)
1

harz=0,z=1€][0,3], z= -1 ¢ 10,3] (3p), és f(0) =0 < f(3) =9 <

f(1) =¢® (3p) , vagyis az intervallumon felvett minimum 0, a maximum pedig €.
(1p)

5. feladat (4+10=14 pont)*
a) Adja meg minden « € R, és differencialhato f fiiggvény esetén az f*(z)f'(x) fiiggvény
primitiv fiiggvényét!

1
b) Szamolja ki az f(x) = cos® z +

(14 422?) arctg(2z)

fliggvény primitiv fliggvényét!

A x-o0s feladatokbol legaldbb 12 pontot el kell érni. 2
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Mo. a) Ha o # —1, akkor

[r@rwe=L0se e

a = —1 esetén pedig / J}éj)) dr =In|f(z)| +c (1p)

b) cos®x = cosx(1 —sin®z) (2p) , tehat

1 tg(22))
/f(fﬂ)d-f () /cos:zc - (sin;zc)’sin2 T+ 5 %daz (4p)
sin®

1
=sinx — 3 + §ln|arctg(2:v)\ +c

6. feladat (10 pont)*
Szémolja ki az alabbi integralt!

/sh(?x + 1) cos(3x — 2)dx

Mo. Kétszeres parcialis integraléssal

h(2z + 1)sin(3z — 2) 2
I= /sh(Zx 1) cos(3n — 2)de B ST E );n(?’x ) _ g/ch(zyc +1)sin(3z — 2)de 2

h(2 1) si -2 2ch(2 1 -2 4
=5 (22 + )3sm(33: ) ks (2o + )9008<3x ) _ 9 /Sh(21‘+ 1) cos(3x — 2)dx (2p)
sh(2x + 1)sin(3z —2) = 2ch(2z + 1) cos(3x —2) 4
B 3 * 9 ~o!

igy

(2p)

9 (sh(2x+ 1)sin(3z —2)  2ch(2z + 1) cos(3z — 2)
=1 3 " 9

7. feladat (6+6=12 pont)*
a) Ismertesse az integralszamitas masodik alaptételét!

2x
b) Szamolja ki a G(x) = / th (earCCtg(3t)) dt fiiggvény derivaltjat x > 0 esetén!
0

A x-o0s feladatokbol legaldbb 12 pontot el kell érni.
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Mo. a) Minden [a, b] intervallumon integralhato f fiiggvény esetén az F'(x / ft)

fiiggvény folytonos az [a,b] intervallumon (3p) , és ha f folytonos egy xy € |
pontban, akkor ott F' differencialhato, és F'(zq) = f(x) (3p) -
b) Az f(z) = th( arctg 31") folytonos fiiggvények kompozicioja, igy az F(x) =

/ th (e™°86M) dt fiiggveny differencialhato, és F'(z) = th (eete®2)) (3p) .
0
G(z) = F(2z), igy G'(z) = 2F'(2z) = 2th (e*e(6*)) (3p) .

IMSC feladat (14 IMSC pont)
Jelélje {a} az a € R szam tortrészét, és legyen f(z) = z-{1}. Hatarozza meg a kovetkezs
hatérértékeket!

a) lim{l}; b) lim f(x); c¢) lim f(x); d) lim f(z).

z—0 | T x—0 T—+00 r——00

Mo. a) Az atviteli elvvel igazolhato hogy a hatarérték nem létezik. Legyen Vk € N+
estén x;, = % ésyp = Mindkét sorozat zérushoz tart, és { } =0# {mk }

(4p)

b) Mivel a tortrész fiiggvény értékkészlete [0, 1) korlatos, és lim, oz = 0 ezért
lim, o f(x) =0. (3p)

¢) Ha z > 1, akkor 1 € (0,1), igy {2} = 2, tehat f(z) =21 =1, és egyben ez a
keresett hatérérték is. (3p)

d) Ha x < —1, akkor £ € (=1,0), fgy {1} = 1+ 1, tehat f(z) =z (1 + 1) =
r+1 5% —co. (4p)

k+1/2

A x-o0s feladatokbol legaldbb 12 pontot el kell érni. 4



